
Contents: under constrained risk inequalities

• Classical communiation complexity problems (10.3.1)
多个参与者各自持有一部分输入，为了共同计算某个函数或完成某个任务，至少需

要交换多少信息；CC, RCC, RCC(pub), DCC, IC(mu), IC；
• Deterministic communication: lower bounds and structure (10.3.2)

rectangle, f-constant, fooling set, rectangle measure；
• Randomization, conditional information complexity and direct sum (10.3.3)

primitives -> global using planted solution and fooling distribution；
• Direct sum communication bounds (10.4.1)

把统计估计问题放到一个信息受限的通信框架中研究；建立高维估计问题的 direct 
sum 下界，把 d-维问题的误差下界归约到 d 个一维检验问题的误差下界之和
• Communication data processing (10.4.2)

先控制单个二元坐标通信在 transcript 下的 Hellinger 可区分性，再通过 Assouad 方法
累加到 d 个坐标上



Classical communication complexity problems

inputs x,y; 
compute f(x,y) by communication protocol Pi



Classical communication complexity problems

randomize and tolerate 
some probability of error



Classical communication complexity problems

compare 

mu 描述不同 (x,y) 出现的概率

infimum only on deterministic 
protocols, since stochastic 可以
视为 determinisitc 的平均 



Classical communication complexity problems

I(X,Y; Pi(X,Y)) 表示通信 transcript
中包含多少关于完整输入 (X,Y) 的
信息

最坏输入分布下的最小信息代价，
sup 对 mu 取



Classical communication complexity problems

I(X,Y; Pi(X,Y)) 表示通信 transcript
中包含多少关于完整输入 (X,Y) 的
信息

最坏输入分布下的最小信息代价，
sup 对 mu 取

H2(Pi) denotes Shannon entropy



Deterministic communication: lower bounds and structure

The structures are as follows:

• rectangle

• f-constant rectangles

• fooling sets

• rectangle measure



Deterministic communication: lower bounds and structure

two example，分别用到 fooling set 
和 rectangle measure



Randomization

随机化大大缩小所需的信息量

证明也不能使用之前的 rectangle 等简单工具，作者
将引入一些更适合信息论分析的方法

证明 randomized communication complexity 的经
典工具是 discrepency and randomized inputs，但
这里的重点是 information-theoretic techniques

• direct sum inequalities

• lower bound for fundamental primitive

• primitive + direct sum = global lower bound



Direct sum bounds and decomposition

give f a structure



Direct sum bounds and decomposition

把一个 n 维大问题局部嵌入成一
个一维小问题

why choose fooling distribution?



Direct sum bounds and decomposition

conditionally independent
因为 X 和 Y 可能本来相关，不条
件化，I(X,Y;Pi) 就会混杂两类互
信息；

内层 sup：无论如何解释 X,Y 之
间的相关性，只要条件化后 X,Y 
独立，协议仍然必须泄露多少额
外信息；
外层 inf: 希望泄露信息数最少；

协议 Π 从整个输入中获得的信息，
至少包含它分别从每个坐标 
(Xi,Yi) 中获得的信息的总和



Direct sum bounds and decomposition



Direct sum bounds and decomposition



Communication complexity in estimation

典型应用场景
• memory-limited estimation
• private estimation
• distributed estimation



Direct sum communication bound

假设 V in {-1,1}^d，可以使用 Assouad

Markov 过程

product distribution: 可以使用 direct sum

建立高维估计问题的 direct sum 下界，把 
d-维问题的误差下界归约到 d 个一维检验
问题的误差下界之和



Direct sum communication bound

||P-Q||_TV <= sqrt{2} d_hel (P,Q)

Cauchy

左边是 estimator 在 d 个坐标上的总错误数
期望

右边由维度和 M_-j 与 M_+j 的差距控制



Communication data processing

如何在通信受限的条件下，控制 M_-j 和 
M_+j 的距离？

关于 V 的信息最多占关于 X 的通信信息的
多少

比单纯的 I(V;Z)<=I(X;Z) 更强



Communication data processing

如何在通信受限的条件下，控制 M_-j 和 
M_+j 的距离？

10.4.5 = Assouad + 10.4.4

先控制单个二元坐标通信在 transcript 下的 
Hellinger 可区分性，再通过 Assouad 方法
累加到 d 个坐标上，得到通信受限估计问
题的整体错误下界


